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SOLUCI ON ARI O

1 . I =
Z dx

x
p

1 + x
.

Resoluci¶on: Sea u =
p

1 + x. Entonces, u2 ¡ 1 = x; luego 2udu = dx. Por
lo tanto,

I =
Z

dx

x
p

1 + x

=) =
Z

2u du

(u2 ¡ 1)u

=) =
Z

2du

u2 ¡ 1

=) =
Z

du

u ¡ 1
¡ du

u + 1

=) = ln

¯̄
¯̄u ¡ 1

u + 1

¯̄
¯̄ + C

=) = ln

¯̄
¯̄
¯

p
x + 1 ¡ 1p
x + 1 + 1

¯̄
¯̄
¯ + C

2 . P r o b a r qu e la fu n c i¶o n f ( x) =
1

x +
p

1 + x2
n o t ie n e n i m ¶a xim o s n i m ¶ ³n im o s lo c a le s .

Resoluci¶on 1: N¶otese que f est¶a de¯nida para todos los n¶umeros reales. Se
tiene que

f(x) =
1

x +
p

1 + x2
=

1

x +
p

1 + x2
¤ x ¡

p
1 + x2

x ¡
p

1 + x2
=

x ¡
p

1 + x2

¡1

De donde,

f 0(x) = ¡1 +
xp

1 + x2
:

La derivada existe en todos los reales, por lo que puntos extremos (m¶aximos
o m¶³nimos) de f ocurrir¶an donde f 0(x) = 0. Pero,

f 0(x) = 0 () xp
1 + x2

= 1 () x2 = 1 + x2 () 0 = 1:

Por lo que no hay tales valores. Resoluci¶on 2: Derivando directamente, y

simpli¯cando algebraicamente se obtiene una fracci¶on con numerador 1.
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3 . H a lla r e l va lo r d e a p o s it ivo t a l qu e

Z a

¡a

q
a + jxj dx ¼ 1 7 1

Resoluci¶on: Como j ¡ xj = jxj se tiene que I = 2
Z a

0

p
a + xdx. Poniendo

u = a + x se tiene entonces que:

I = 2
Z 2a

a
u1=2 du

=) = 2
2

3
u3=2

¯̄
¯2a
a

=) =
4

3
((2a)3=2 ¡ a3=2)

=) =
4

3
(23=2 ¡ 1)a3=2

Por lo tanto,

I ¼ 171 () 4

3
(23=2 ¡ 1)a3=2 ¼ 171 () a ¼

µ
171 ¤ 3

4(23=2 ¡ 1)

¶2=3

¼ 17:008

4 . P r o b a r qu e p u n t o m e d io d e l s e g m e n t o d e la t a n g e n t e a la h ip ¶ e r b o la y =
1 0

x
qu e

e s t ¶a c o n t e n id o e n t r e lo s e je s d e c o o r d e n a d a s , c o in c id e c o n e l p u n t o d e t a n g e n c ia .

Resoluci¶on: Sea AB el segmento donde A est¶a en el eje x y B esta en el eje
y. Sea C = (x0; y0) el punto de tangencia. Se tiene entonces que y0 = 10=x0

y que y0(x0) = ¡10=x2
0.

Por lo tanto, la ecuaci¶on de la l¶³nea `A;B , tangente a la hip¶erbola en C
ser¶a:

y = y0 + m(x ¡ x0) =
10

x0
¡ 10

x2
0

(x ¡ x0):

Calculemos el punto de corte con el eje de x,

0 =
10

x0
¡ 10

x2
0

(x ¡ x0)

=) 10

x2
0

(x ¡ x0) = 10
x0

=) 1

x0
(x ¡ x0) = 1

=) x ¡ x0 = x0

=) x = 2x0

Luego, A = (2x0; 0).
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Calculemos ahora el punto de corte con el eje y.

y =
10

x0
¡ 10

x2
0

(0¡ x0)

=) y =
10

x0
+

10

x0
= 2y0

Luego B = (0; 2y0). Claramente, el punto medio entre A y B, (que es igual a

(
xA + xB

2
;
ya + yB

2
)) coincide con C.

5 . I =
Z dx

1 + ex
=

R esoluci¶on 1:

I =
Z 1 + ex ¡ ex

1 + ex
dx =

Z
( 1 ¡ ex

1 + ex
) dx = x ¡ ln ( 1 + ex ) + C:

R esoluci¶on 2: S e a u = 1 + ex e n t o n c e s du = exdx = ( u ¡ 1 ) dx. L u e g o ,

I =
Z du

( u ¡ 1 ) u
dx

=
Z

(
1

u ¡ 1
¡ 1

u
) dx

= ln ju ¡ 1 j ¡ ln juj + C
= ln ( ex ) ¡ ln ( 1 + ex ) + C
= x¡ ln ( 1 + ex ) + C

R esoluci¶on 3:

I =
Z e¡x dx

e¡x ( 1 + ex )
=

Z e¡x dx

e¡x + 1

= ¡ ln ( e¡x + 1 ) + C = ¡ ln (
ex ( e¡x + 1 )

ex
) + C

= ¡ ln ( 1 + ex ) + ln ( ex ) + C = x ¡ ln ( 1 + ex ) + C:

6 . E va lu a r I =
Z 1

1

( ¡1 ) u(x)+1

2 u(x)¡1
dx, d o n d e u ( x) e s la p a r t e e n t e r a d e x, o s e a , e l m a yo r

n ¶u m e r o e n t e r o m e n o r o ig u a l a x.

R esoluci¶on: S i n e s u n n ¶u m e r o e n t e r o , p a r a t o d o x t a l qu e n · x <
n + 1 s e t ie n e qu e u ( x ) = n y p o r lo t a n t o

1

2 u(x)¡1
=

1

2 n¡1
:
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Fig u r a 1 : P r o b le m a 6

P o r o t r a p a r t e , n ¶o t e s e qu e

( ¡ 1 ) u(x)+1) = ( ¡ 1 ) u(x)¡1 = ( ¡ 1 ) n¡1 =

(
1 c u a n d o n e s im p a r
¡ 1 e n c a s o c o n t r a r io

P o r lo t a n t o la g r ¶a ¯ c a d e y =
( ¡ 1 ) u(x)¡1

2 u(x)¡1
s e r ¶a c o m o la ilu s t r a d a e n la

¯ g u r a 1 .

P o r lo t a n t o , I =
1X

n=1

( ¡1 ) n¡1

2 n¡1
. L a s e r ie qu e a ll¶ ³ a p a r e c e e s u n a s e r ie

g e o m ¶ e t r ic a d e r a z ¶o n ¡1 =2 L u e g o ,

I = 1
1

1 ¡ ( ¡ 1 = 2 )
=

2

3
:

7 . L = lim
x!0

Z x

0
( s e n ( t ) ¡ t) dx

x4
=.

R esoluci¶on: L a fu n c i¶o n d e l n u m e r a d o r t ie n e va lo r 0 c u a n d o x t ie n d e
a c e r o , a l ig u a l qu e e l d e n o m in a d o r . P o r lo t a n t o , a p lic a r e m o s la r e g la d e
L 'H ^o p it a l p a r a c o m p u t a r e l l¶ ³m it e . D e h e c h o la a p lic a r e m o s va r ia s ve c e s .

L = lim
x!0

Z x

0
( s e n ( t) ¡ t ) dx

x4

= lim
x!0

s e n ( x ) ¡ x

4 x3
P o r Te o r e m a fu n d a m e n t a l d e l C¶a lc u lo y R H

= lim
x!0

c o s ( x ) ¡ 1

1 2 x2
R H

= lim
x!0

¡ s e n ( x )

2 4 x
R H

= lim
x!0

¡ c o s ( x)

2 4
= ¡ 1

2 4
:
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8 . P r o b a r qu e :

Z xn

p
ax + b

dx =
2

( 2 n + 1 ) a

Ã
xn

p
ax + b ¡ nb

Z xn¡1

p
ax + b

dx

!

Resoluci¶on: Recordemos que
Z

f(x) dx = g(x) () f (x) = g0(x). Lla-

mando g(x) a la expresi¶on de la derecha en la igualdad que queremos probar,
se tiene que:

g0(x) =
2

(2n + 1)a

"
nxn¡1

p
ax + b + xn a

2
p

ax + b
¡ nb

xn¡1

p
ax + b

#

=
2

(2n + 1)a ¤ 2
p

ax + b

h
2nxn¡1(ax + b) + axn ¡ 2bnxn¡1

i

=
1

(2n + 1)a
p

ax + b

h
2anxn + 2bnxn¡1 + axn ¡ 2bnxn¡1

i

=
1

(2n + 1)a
p

ax + b
[(2n + 1)axn]

=
xn

p
ax + b

Lo que prueba lo pedido.

9 . H a lla r lim
n!1

nX

i=1

·
1 ¡ 2 i

n
+ (

2 i

n
) 2

¸
2

n
.

Resoluci¶on: Sea f(x) = 1¡x+x2 y consideremos la integral I =
Z 2

0
f(x)dx.

Usando sumas de Riemann para computar esa integral, se tiene que

Z 2

0
f(x)dx = lim

n!1

nX

i=1

f(x¤
i )¢xi

para una adecuada partici¶on de [0::2].

Dividiendo el intervalo en n partes iguales, se tiene que ¢xi =
2

n
. Tomando

x1 = 2=n, x2 = 2 ¤ 2=n, . . . , xi = i ¤ 2=n; : : : se tiene poniendo x¤
i = xi que

Z 2

0
f(x)dx = lim

n!1

nX

i=1

f (x¤
i )¢xi = lim

n!1

nX

i=1

(1 ¡ (
2i

n
) + (

2i

n
)2) ¤ 2

n

O sea, que el l¶³mite pedido, no es m¶as que la integral de la izquierda. Como

Z 2

0
(1 ¡ x + x2) dx = (x ¡ 1

2
x2 +

1

3
x3)

¯̄
¯20 =

8

3
;

se tiene que el valor del l¶³mite es 8/3.
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1 0 . H a lla r u n a f¶o m u la p a r a e l va lo r d e la s u m a

1 + 2 x + 3 x2 + ¢ ¢ ¢ + nxn¡1

Resoluci¶on: Sea f(x) la suma pedida. Claramente, f(x) = g0(x) donde

g(x) = x + x2 + x3 + ¢ ¢ ¢ + xn

g(x) es una sucesi¶on geom¶etrica de raz¶on x y t¶ermino inicial x, luego

g(x) = x
xn ¡ 1

x ¡ 1
=

xn+1 ¡ x

x ¡ 1

de donde

f (x) = g0(x) =
nxn+1 ¡ (n + 1)xn + 1

(x ¡ 1)2
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