UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO EN CAYEY
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA-FIiSICA
XXV OLIMPIADAS DE CALCULO 2001

1. Hallar f’(a/b), cuando

Resolucion: y = In(v/a + bz —+/a) —In(va + bz +/a). Por lo tanto,

SOLUCIONARIO
_ va+br—/a
J(@)=n <m+ ﬁ)

1 b
= *
Y \/a+bx—\/51 2Va + bx

— *
va+br++/a 2va+ bx
b 1 1

f— — .
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Va
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(2 pt)
Luego,
by/a b
i(ah) = — L -

a/at+a a\/§'
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3 5
2. Sea f(x) = ;: 5 Hallar el punto de corte de la linea tangente a la grafica de y = f(z),

en el punto del primer cuadrante donde la pendiente de la grafica es 1/16, con el eje de
las y.

Resolucion:
flx) = 5z +25 implica que (2 pt)
3(x+2)—(3x+5) 1
/ _ _ )
fla)= (x +2)? (x +2)?
Por lo tanto, (1 pt)
Y16 (z+2)2 16
Lo que es equivalente a: (x + 2)? = 16. Ahora bien, (2pt)

(z+2)?2=16 <= z+2=44 <= =2 6 z=—6.

Como nos interesa un punto del primer cuadrante, se tiene como | (2 pt)

3x245 11
solucién x = 2. Entonces, f(2) = % =

Luego, una ecuacién de la linea tangente en el punto (2, f(2)) serd: | (1 pt)

11 1 21 1
L ()=
Y 4+16(x ) + —x

(2 pt)

Por lo tanto la respuesta es (0,21/8).
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3. Hallar los valores de a, b, ¢ tales que la gréfica de la pardbola y = az? 4 bx + ¢ sea tangente
alalinea y = z en (1,1), y ademas pasa por (—1,0).

Resolucion:
Tangencia en (1, 1) implica que: (2 pt)
yl)=1=1l=a+b+c (1)
Tangencia a y = z en z = 1 implica que y/'(1) = 1. (2 pt)
Como 3y = 2ax + b, se tiene que
1=2a+b (2)
Finalmente, pasar por (—1,0) implica que y(—1) = 0. o sea, (2 pt)

O=a—-b+c (3)

Restando (3) de (1) se obtiene que 1 = 2b. O sea, b = 1/2. Sustitu- | (4 pt)
yendo en (2), se obtiene que a = 1/4. Finalmente, sustituyendo en
(3), obtenemos ¢ = 1/2.
O sea,

a=1/4, b=1/2, c=1/4.

Osea, y = 1(2? + 2z +1) = 1(z + 1)%
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4. La rapidez v de propagacién de una onda sobre la superficie de un cuerpo quieto de agua,
estd dado como funcién de la longitud de onda A, mediante la siguiente férmula:

g 2o
Y 2 T oA

donde: g es la aceleracién de gravedad, o la tension superficial del liquido, y p es la
densidad del liquido.

. Cudl es el menor valor posible de la rapidez, y, para qué valor de A se produce?

Resolucion
g 2o 9 g 2o B
v \/27T+p)\ v 27T+p)\ +)\
2
con A= L y B= 9
2 0
. e (2 pt)
Derivando en ambos lados de la iltima igualdad obtenemos que:
9 dv A_B 1
Ui~ 2
iy (3pt)
Luego, para calcular puntos criticos resolvemos
d
% = 0; o sea 2
A-= =0 = V== = AQZ%—U*2—W:4WU
A A p g gp
Por lo tanto, tenemos un punto critico cuando A = 2w g,
gp
N . (2 pt)
(Justificacién del minimo). Cuando A — 0, v — 400, y cuando
A — 400, v — +o0. Por lo tanto, el tinico punto critico en (0, 400)
tiene que ser un punto minimo.
. (3pt)
El correspondiente valor de v es :
2 = Yoo o 2m0 1 Jgp
T qgp p 2m\ o
o o
I T
p p
— 9 /92
p




2z —1

5. Evaluar I =
vr+3

dr.

Resolucion:
Colocando u? = x + 3, se tiene que = = u® — 3 y dx = 2u du.

Luego,
2_3)_
I = /Mgu du
U
— = 2/(2u27)du
1
— = 2[2§u3 —Tu] +C
= = %u?’ —14u+C
(2 pt)

O sea,

4
I=3( +3)%2 —14(z +3)/2 4+ C
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6. Evaluar I = /

Resolucion:

Sea u tal que u

JJ‘FW‘F\G/E
z(1+ x)

dx.

= x. Entonces,

Y =u, Yz =1u> y6u’du=dx

Por lo tanto,

/(u6+u4+u)6u5
du
uS(1 + u2)
/u(u5 +u? + 1)’
uS(1 + u?)
ud +ud 41
6 | ———du
N
1 1
6/Mdu
1+ u?

6(/u3+

du

1+u2)du

1
6(ZU4 + arctan(u) + C

Por lo tanto,

I= %\3/:? + arctan(/r) + C.

(2 pt)
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7. Resolver la ecuacién diferencial (22 + 4) dy — zy dz = 0, sabiendo que y(0) = 5.

Resolucion:
Separando variables, se obtiene que: (2 pt)
@ _ wdx
y x24+4
Integrando, se obtiene: (2 pt)
1 2
In|y| = §ln|x +4|+C4
De donde, (2 pt)

In|y| = In(2? + 4)Y/?) + ¢,

lo que implica:

y= (£L‘2 + 4)1/2601 = C’(:E2 + 4)1/2

Evaluando en la condicién inicial, se tiene que: (2 pt)

5=C0+4)/? = C=5/2.

Respuesta: (2 pt)
y = (5/2)(« +4)'/?
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8. Sea f(n) :/ 2" e du.
0

(a) Hallar f(1).
(b) Probar, integrando por partes, que f(n+ 1) = nf(n).
(c) Usando la férmula anterior, hallar f(2) y f(3).

a) Hallar f(1). (2 pt)

f() :/ e Pdr = lim —e‘ﬂé =—lim —et+1=1
0

b—o0 b—oo

b) Probar, integrando por partes, que f(n+ 1) = nf(n). (3 pt)

fln+1) = / x"e " dx
0 b

= = lim z"e " dx.
b—oo 0

Poniendo u = 2", dv = e *dx se tiene que du = nz" 'dr y v =
—e~ " Luego,

b
f(n+1) = lim (x”e‘m)|g+n/ " e dr
0

b—oo

Como . o o, (1 pt)
blggo(—x e )|,= bli)rgo(—b e’ +0)=0
Y, (1 pt)
blirgon/ob 2"l dx = n/ooo 2" te T dx = nf(n)
Se concluye que: (1 pt)

fn+1) =nf(n).

c¢) Usando la férmula anterior, hallar f(2) y f(3). (2 pt)
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2. 3z
9. Sea f(z) = ;:0(7
de su dominio.

)"™. Probar que f es creciente para todo los valores de x en el interior

Resolucion: (3 pt)

La serie que define a la funcién es geométrica de razén — y término
T

inicial igual a 1.

Luego, (3 pt)
1 s

T — 3T

El dominio de la funcién esta dada por (1 pt)

3x T
—| <1 = |z| < =.
T 3

Allf, (1 pt)

booN 1 _ 3T
fi(z) = —Wm x (—3) = CEETER

Como f’(x) > 0, concluimos que f es creciente en el dominio de f. | (2 pt)
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7 22n+3

f— 3 —_— — —_— e e . —_— n ..
10. Sea f(xz) == ST +(-1) 2n+ 1) +
Hallar f”(m/2).
Por inspeccién, (3 pt)
3 .5 41
5 oz I
— TR G |
fe)=a*e =gt g+ + 0" gy,
Luego (3 pt)
f(z) = z?*sen(x)
Por lo tanto, (2 pt)
f'(x) = 2z sen(zx) + % cos(x)
De donde, (2 pt)

f(7/2) = 2(n/2) sen(n/2) = .
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